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1. (10 баллов)  

Изобразите множество точек плоскости 𝑂𝑥𝑦, для которых верно 

равенство |𝑥| + |𝑦 − 𝑥| = |𝑦|. 
  

  Решение. 

 Поскольку сумма модулей двух величин 

равна модулю их суммы в том и только в том 

случае, когда они имеют одинаковый знак, 

имеем 

 

|𝑥| + |𝑦 − 𝑥| = |𝑦|   ⇔    |𝑥| + |𝑦 − 𝑥|
= |𝑥 + (𝑦 − 𝑥)|    ⇔ 

 

⇔ 𝑥(𝑦 − 𝑥) ≥ 0. 
 

 Искомое множество изображено на рисунке. 

 

2. (10 баллов)  

Найти все значения параметра 𝑎, при которых система неравенств 

{
𝑥2 + 2𝑥 − 𝑎 ≤ 0,

𝑥2 − 4𝑥 + 6𝑎 ≤ 0
 

      имеет единственное решение. 

 

 Решение. 

 Исходная система неравенств равносильна следующей: 

{
𝑥2 + 2𝑥 ≤ 𝑎,

4𝑥 − 𝑥2

6
≥ 𝑎.

 

 
 



 
 



 
Ответ: 𝒂 = −𝟏, 𝒂 = 𝟎. 

 

3. (10 баллов)     

Решить неравенство 

𝑙𝑜𝑔3(4 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥) ≤ 𝑐𝑜𝑠
12𝑥

5
 . 

 Решение. 

Так как 4 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥 ≥ 3, то  𝑙𝑜𝑔3(4 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥) ≥ 1. 

Так как  𝑐𝑜𝑠
12𝑥

5
≤ 1,  то  𝑙𝑜𝑔3(4 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥) ≥ 𝑐𝑜𝑠

12𝑥

5
 . 

Получаем уравнение 𝑙𝑜𝑔3(4 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥) = 𝑐𝑜𝑠
12𝑥

5
, которое имеет место, 

если обе части равны 1.  

{𝑐𝑜𝑠
12𝑥

5
= 1,

𝑠𝑖𝑛3𝑥 = 1.

                 {
𝑥 =

𝜋

6
(4𝑛 + 1), 𝑛 ∈ 𝑍

𝑥 =
5𝜋𝑘

6
,   𝑘 ∈ 𝑍.

 

Находим пересечение :  𝑥 =
𝜋

6
(4𝑚 + 1), 𝑚 ∈ 𝑍. 

Ответ: 𝒙 =
𝝅

𝟔
(𝟒𝒎 + 𝟏), 𝒎 ∈ 𝒁. 

 

4. (10 баллов)     

Площадь прямоугольного треугольника равна 16 см2, а его 

периметр  является наименьшим из возможных при данной 

площади.  Найти длины сторон треугольника и его периметр. 

  Решение. 

𝑆 =
𝑎𝑏

2
= 16,   𝑎𝑏 = 32. 

Периметр 



𝑃(𝑎) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +
32

𝑎
+ √𝑎2 +

322

𝑎2
= 𝑎 +

32

𝑎
+

√𝑎4 + 322

𝑎
. 

𝑃′(𝑎) = 1 −
32

𝑎2
+

𝑎4 − 322

𝑎2 ∙ √𝑎4 + 322
=

𝑎2 − 32

𝑎2
(1 +

𝑎2 + 32

√𝑎4 + 322
). 

 

𝑃′(𝑎) = 0 при  𝑎2 − 32 = 0. Т.к. 𝑎 > 0,      𝑎 = 4√2. 
При переходе через критическую точку 𝑃′(𝑎) меняет  знак с «-» на 

«+», что соответствует минимуму функции. 

Ответ:   𝒂 = 𝒃 = 𝟒√𝟐, 𝒄 = 𝟖,   𝑷𝒎𝒊𝒏 = 𝟖(√𝟐 + 𝟏). 
 

5. (10 баллов)  

Даны две параболы, имеющие взаимно перпендикулярные оси. 

Параболы пересекаются в четырех точках. Доказать, что все эти точки 

лежат на  одной окружности. 

    Решение.                             

Возьмем две параболы: 

𝑥2 = 2𝑝1𝑦  и  𝑦2 = 2𝑝2𝑥 

при положительных значениях 𝑝1 и 𝑝2. Эти 

параболы имеют перпендикулярные оси и 

ветви, направленные в сторону увеличения 

координат. Для того, чтобы они пересекались, 

сдвинем их так, чтобы вершины находились 

при отрицательных значениях координат: 

𝑥2 = 2𝑝1(𝑦 − 𝑦1)  и  𝑦2 = 2𝑝2(𝑥 − 𝑥1). 

Точки пересечения являются решением 

системы 

{
𝑥2 = 2𝑝1(𝑦 − 𝑦1),

𝑦2 = 2𝑝2(𝑥 − 𝑥1).
 

    Если четыре точки существуют, то они также будут 

удовлетворять уравнению, являющемуся суммой двух заданных 

уравнений системы 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑝1(𝑦 − 𝑦1) + 2𝑝2(𝑥 − 𝑥1). 
 Откуда (выделив полные квадраты) получим 

(𝑥 − 𝑝2)2 + (𝑦 − 𝑝1)2 = 𝑝1
2 + 𝑝2

2 − 2𝑝2𝑥1 − 2𝑝1𝑦1. 
Так как выражение справа положительно, имеем уравнение окружности. 

Следовательно, все точки лежат на одной окружности.  
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